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Klasteryzacja

® Zmienne wejsciowe x € RP.

® Nie dysponujemy etykietami, tj. nie
posiadamy zmiennej wyjsciowej.

® Problem: podzieli¢ ciag obserwacji
D = {x1,...,xn} na K grup.

® Obserwacje z danej grupy charakteryzuja
sie podobienstwem.

® |nne nazwy: grupowanie, analiza
skupien.
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Sformutowanie problemu

Intuicja: klaster mozemy postrzegaé jako grupe punktéw, ktérych
odlegtos¢ wewnatrz grupy jest niska (podobienstwo jest duze) w
poréwnaniu do odlegtoséci do punktéw z innych grup, ktéra jest
wysoka.

Formalizujac te intuicje, wprowadzmy dodatkowe punkty u; € RP,
k=1,..., K, ktére sa prototypami lub inaczej centrami klastréw.

Dla kazdej obserwacji x,, wprowadZmy binarna zmienng r,, ktéra
okresdla przynalezno$¢ punktu do k-tego klastra,

Tk = 1, jesli x,, nalezy do k-tego klastra oraz r,,; = 0 dla j # k.

Naszym celem jest wiec znalezienie centréw klastréw oraz
przyporzadkowanie obserwacji do klastréw tak, aby minimalizowaé
sume kwadratéw odlegtosci punktédw do najblizszego centra.

Nasza funkcja celu jest wiec tzw. miara rozproszenia (ang.
distortion measure):

N K
Z Zrnknxn — 1.

n=1k=1
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Metoda K-Means: Procedura

® Zauwazmy, ze funkcja celu J(r, i) jest niewypukfa (ze wzgledu na
zmienne binarne) oraz posiada wiele miniméw lokalnych.

® Mozemy zaproponowaé nastepujaca procedure iteracyjna:
0. Inicjalizacja p,.

(E) 1. Dla ustalonych p;, minimalizuj J wzgledem 7.

(M) 2. Dla ustalonych 7y minimalizuj J wzgledem .

3. Jedli nie jest spetniony warunek stopu, to idz do 1.

® Rozwazmy krok 1. Funkcja J jest liniowa wzgledem 7, oraz jest
niezalezna od n, wiec:

1 jesli k = argmin; ||x,, — p;||?
ET1 0 w p.p.

® Rozwazmy krok 2. Funkcja J jest kwadratowa wzgledem 1, wiec
liczac pochodna:
Zn "nkXn
=<~ -
Zn Tnk
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Metoda K-Means: Przyktad
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Metoda K-Means: Uwagi

® Poniewaz mamy do czynienia z niewypukta funkcja celu, dlatego
bardzo istotna jest inicjalizacja centréw.

® Istotne jest wybranie odpowiedniego K. W celu poréwnania
rozwigzan dla réznych wartosci K stosuje sie dodatkowe kryteria,
np. AIC, BIC, MDL.

® RozpatrywaliSmy funkcje celu z metryka euklidesows, ktéra mozna
uogdlnié¢ na dowolna metryke p(-,-):

n) = ernk p(%n, 1)

Algorytm dla tak zmodyfikowanej funkcji celu nazywa sie metoda
K-medoids.
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Mieszanina rozktadéw Gaussa

® Rozktad zbudowany z sumy K rozktadéw
normalnych nazywamy mieszaning
rozkfadéw Gaussa (ang. mixture of
Gaussians).

® Gestos¢ tego rozktadu jest postaci:

. oA
p(X) = Zﬂ—k/\/(x|y’k7 Ek)a f\
k=1 "

gdzie spetniony jest warunek ), 7, = 1. )

® Parametrami modelu s3 parametry mieszajace
Ty, oraz parametry poszczegdlnych
komponentéw g, i Xy.

® Rozktad ten w ogdlnosci jest rozktadem
wielomodalnym (ang. multimodal), tj.
gestos¢ posiada wiele maksiméw lokalnych.
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Zmienna ukryta

® Zaktadamy, ze kazdej obserwacji x odbowiada zmienna
nieobserwowana z, zwana zmienng ukryta (ang. latent variable,
hidden variable).

® Zmienna z jest K-wymiarowym wektorem zero-jedynkowym,
okreslajacym z ktérego komponentu pochodzi obserwacja x.

® Przyktadowo: K = 3. Wtedy gdy z; = (0,1,0), to z
x1 ~ N (x|py, X2). Gdy 2o = (0,0,1), to xo ~ N (x|ug, X3),
itd.

® /Zmienna z ma rozktad wielopunktowy:
K
p(z) = [ ="
k=1
® Wprowadzamy réwniez rozktad warunkowy p(x|z):

p(xlz) = | | N(x|py, Ze)™

=

k

-
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Mieszanina rozktadéw Gaussa i zmienna ukryta

® Korzytajac z reguty brzegowej dla p(x,z) = p(x|z)p(z)
otrzymujemy mieszanine rozktadéw Gaussa:

K
p(x) =Y p(x|z)p(z) = Y mN (x|, ).

k=1

® Korzystajac ze wzoru Bayesa mozemy wyznaczyé
prawdopodobienstwo a posteriori p(z, = 1|x):

e 1l — PG = Dp(z = 1)
Y(2k) = p(2k x) Z;ilp(zj — 1)p(x|zj 7
N (x|, i)

T K
Zj:l WjN(Xluﬁ %)
® Wartos¢ v(zx) nazywamy odpowiedzialno$cia (ang. responsibility)

za to, ze obserwacja x zostata wygenerowana z komponentu
N (x|, Bie).
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Uczenie. Funkcja wiarygodnosci

Zatézmy, ze dysponujemy ciagiem obserwacji {x1,...,xx}
zebranym w macierz X o wymiarach N x D.

Zatézmy dodatkowo, ze obserwacjom odpowiadajg nieobserwowane
zmienne ukryte {z1,...,zy} zebrane w macierz Z o wymiarach
N x K.

Funkcja wiarygodnosci ma postaé:

N K
p(X|m, 1, B H {ZMN Xnﬂkazk)}

k=1

Nie istnieja analityczne estymatory parametréw {7, pu, 3} uzyskane
poprzez przyréwnanie pochodnej do zera ze zlogarytmowanej funkcji
wiarygodnosci.

Dodatkowym problemem jest brak jednoznacznego rozwiazania.
Dokfadnie dla K komponentéw, mamy K! mozliwosci wyznaczenia
parametréw, ktére daja ten sam rozktad. Jest to tzw. problem
nieidentyfikowalnos$ci (ang. non-identifiability).
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Funkcja wiarygodnosci i zmienne ukryte

® Zatézmy chwilowo, ze zmienne ukryte z s3 réwniez obserwowane,
wtedy funkcja wiarygodnosci ma postac:

N K
p(Xa Z|7Ta 122 2) = H H WZ"kN(Xn|[,Lk, Ek)znk'

n=1k=1
® Zlogarytmowana funkcja wiarygodnosci ma wtedy postac:

N K

Inp(X, Zjw, p, X) = Z Z Zne{ln T, + In N (x| g, i) }-
n=1k=1

® Zmiennych z,; pozbywamy sie liczac wartosé¢ oczekiwang wzgledem
rozktadu a posteriori p(Z|X):

N K

Ez[np(X, Zm, 1, £)] = > Y Ezlzni){Inm, + N (xp |y, Th)}
n=1k=1

I
M=
M=

V(znp) {Inm, + In N (x5 g, Tie) }

n=1k

1
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Funkcja wiarygodnosci. Esytmatory parametréw

® Rézniczkujac Ez[lnp(X, Z|w, u, X)] odpowiednio po parametrach i
przyréwnujac do zera otrzymujemy analityczne estymatory:

N
w 1
o uie :mz'y(znk)xn
n=1

N
new 1 new new
o B = D k) o — ™) e — ™)
n=1

o eV — Nk
k - )
N

gdzie staty N, wyznaczamy N, = Zi:;l ¥(znk)-

® Zauwazmy, ze nowe parametry 8" = {m"V eV 3NV zalezg
od poprzednich wartoéci parametréw 6°¢ ze wzgledu na Y(Znk)-

® Prowadzi to do iteracyjnej procedury szukania estymatora
najwiekszej wiarygodnosci: Expectation-Maximization (EM).
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Algorytm Expectation-Maximization

® \Wprowadzmy nastepujace oznaczenie:
Q(6.6°") = Ez[lnp(X, Z|0)] = D p(ZIX, 0°*) Inp(X, Z|6)
Z
® Algorytm Expectation-Maximization:
0. Wybierz poczatkowe wartosci 8°'¢.

(E) 1. Wyznacz warto$¢ oczekiwana wzgledem zmiennych ukrytych
Q(6,6°').

(M) 2. Wyznacz nowe estymatory:

0" = arg max (6, 9°1d).

3. Sprawd? zbiezno$¢ wartosci parametréw lub/i wartosci funkgji
wiarygodnosci. Jedli nie zostata osiagnieta, to podstaw 0°'9 «— g%
i wré¢ do 1.

13/17



Algorytm Expectation-Maximization dla mieszaniny
rozktadéw Gaussa: Przyktad
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Algorytm Expectation-Maximization: Uwagi

® Wynik dziatania algorytmu EM, jest
silnie uzalezniony od wyboru
poczatkowych wartosci parametréw.
W praktyce czesto inicjalizuje sie go
poprzez zastosowanie algorytmu
k-means.

np(X|0)

® Algorytm EM moze byc¢ interpretowany
jako naprzemienne wyznaczanie
dolnego ograniczenia (ang. lower
bound) dla zlogarytmowanej funkgji
wiarygodnosci i maksymalizowanie
tego ograniczenia wzgledem
parametréw.
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Algorytm Expectation-Maximization a K-Means

® Zauwazmy, ze algorytm K-Means dostarcza jednoznacznych
przyporzadkowan do klastréw, natomiast mieszanina rozktadéw
Gaussa — miekkich przyporzadkowan.

® Wezmy mieszanine rozktadéw Gaussa o macierzach kowariancji eI,
gdzie € jest wariancja taka sama dla wszystkich komponentéw,

1 1 9
N (x|py, eI) = WEXP{ - 2*€||X— el }
® Wdwczas odpowiedzialnoSci przyjmuja postaé:

o) — el = 26}
=, mexp{ [ — 1;[7/2¢]

i gdy € =0, t0 7z, — Tk

® Podobnie, dla € — 0 warto$¢ oczekiwana logarytmu funkgji
wiarygodnosci:

N K
Z Z Trk||Xn — ty||? +-const.

n=1k=1

Ez[lnp(X, Z|p, €I, )]

l\')\»—l

J(r,p)
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Inne metody klasteryzacji

® Klasteryzacja hierarchiczna
(ang. hierarchical clustering):

® budowanie hierarchii klastréw;

bat «

e techniki aglomeracyjne (ang. agglomerative)
— kolejne taczenie klastréw;

gorilla «
turtle =
snake ¢
robin =
ostrich *

o
=
8
e
G

e techniki dzielace (ang. divisive) — kolejne
dzielenie klastréw.

® Kilasteryzacja spektralna
(ang. spectral clustering):

® zastosowanie teorii spektralnej grafow;

® macierz s3siedztwa — macierz podobienstwa
obiektow.
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